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Sebastian Wartha, Axel Schulz

Aufbau von Grundvorstellungen (nicht nur) bei
besonderen Schwierigkeiten im Rechnen

In diesem Beitrag werden besondere Hiirden beim Rechnenlernen beschrieben und
Vorschlage diskutiert, wie diese erkannt und Gberwunden werden kénnen. Zentral ist
der Zusammenhang zwischen »verstehendem Rechnenlernen« und dem Aufbau von
Grundvorstellungen. Der hier gegebene Uberblick ist eine Kurzfassung der ausfiihr-
lichen Publikation Wartha u. Schulz (in Vorb.).

1 Kompetenz- und prozessorientierte Diagnose

1.1 Ein Beispiel: Anna lést 7+8

Anna besucht die vierte Klasse und soll die Aufgabe 7+8 l6sen. Da sie nach langerem
Uberlegen keine Losung angeben kann, wird ihr ein Rechenrahmen mit 20 Perlen ge-
geben. Nun z&hlt und schiebt Anna zunéchst sieben Kugeln einzeln von rechts an den
linken Rand. Dann zdhlt sie weitere acht Kugeln dazu, wobei sie zundchst die obere
Reihe vervollstandigt. Nach einem kurzen Blick auf die so zusammengeschobene Men-
ge sagt sie: »15«.

1.2 Merkmale einer prozessorientierten Diagnose

Im Sinne einer ergebnis- oder produktorientierten Sichtweise hat Anna eine richtige
Losung erzielt. Dennoch entspricht ihr Lésungsweg nicht den Erwartungen — schon
gar nicht im vierten Schuljahr. Erst wenn die Bearbeitungswege berlicksichtigt werden,
kann offensichtlich werden, welche Prozesse sie bereits kann und welche in Abgren-
zung dazu noch nicht. Die Art der Bearbeitung der Aufgabe (hier 7+8) sagt deutlich
mehr Gber Kompetenzen und Defizite aus als die alleinige Betrachtung und Bewertung
des Ergebnisses:
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e Bearbeitet das Kind die Aufgabe Uber Zahlstrategien?

e (Wie) nutzt das Kind Material zur Losungsfindung?

e Lost das Kind die Aufgabe Uber operative Strategien (schrittweise Gber die Zehn,
Nutzen von Verdopplungs- oder Nachbaraufgaben)?

* WeiB das Kind die Aufgabe auswendig?

Gerade unter der prozessorientierten Sichtweise kénnen Hinweise fiir weitere Diagnos-

tik und Fordermoglichkeiten abgeleitet werden (vgl. Schipper, 2009; Wollring 2010;

Wartha u. Schulz, in Vorb.). Anna nutzt beispielsweise den Rechenrahmen als Zéhlhilfe,

sie muss sowohl die Zahlen zahlend darstellen als auch die Rechnung Gber Z&hlprozesse

durchftihren. Sie kann jedoch das Ergebnis schon nichtzahlend vom Material ablesen.

Uber analoge Fragen kénnten auch die Bearbeitungsstrategien von Subtraktionsauf-

gaben festgestellt werden. Wie Anna beispielsweise Subtraktionsaufgaben im Zahlen-

raum bis 10 bearbeitet und welche Aufgaben sie im Zahlenraum bis 20 (Zahlzerle-

gungen, Verdopplungen) auswendig kann.

Ein Ziel der Diagnose ist die Frage nach der Sicherheit bei der Ermittlung von Lésungen

und einer Begriindung der Ergebnisse. Hierzu wird das Kind aufgefordert, seinen Rechen-

weg offenzulegen und das Vorgehen zu begriinden — ggf. an geeignetem Material.

1.3 Merkmale einer kompetenzorientierten Diagnose

Aufgaben werden neben anderen Funktionen auch mit dem Ziel gestellt, den Lern-
stand zu erfassen. Anders als bei einer defizitorientierten Diagnostik, die die fehlenden
Kompetenzen des Kindes analysiert, soll eine kompetenzorientierte Diagnostik die In-
haltsbereiche identifizieren, in denen das Kind sicher ist. Diese Inhalte stellen also den
»festen Boden« dar, auf dem weitere Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten auf-
gebaut werden kénnen. Hierliber kdnnen FordermalRnahmen geplant werden, die an
Vorwissen ankntipfen.
Die Aufgaben und die Interpretation der Ldsungswege orientieren sich nicht daran,
was das Kind altersgemaR bereits kdnnen sollte. Am Beispiel von Anna wird deutlich,
wie wenig zielfihrend die Orientierung an der Altergruppe bzw. dem Lehrplan sein
kann. In Bezug auf eine angestrebte Forderarbeit ist die Feststellung wichtig: Das rech-
nerische Niveau ist ungefdhr das einer Schulanfangerin. Diese Einordnung ermdglicht
durchaus eine inhaltliche Forderperspektive: Thematisiert und erarbeitet wird zunédchst
der Stoff des ersten Schuljahres, also das Rechnen im Zahlenraum bis 20.
Kompetenzorientiert kann festgehalten werden, dass Anna die Zahlen 7 und 8 zwar
zahlend, aber richtig am Rechenrahmen einstellen kann und hierbei die Konventionen,
die Perlen an den linken Rand zu schieben und zundchst eine Stange zu fillen, richtig
beachtet. Sie weils auch, dass der Ausdruck »plus« mit »Hinzufligen« interpretiert wer-
den kann. SchlieBlich kann sie die eingestellte 15 ohne Zahlprozesse ablesen.
Die Merkmale einer kompetenz- und prozessorientierten Diagnose sind:
* Flexible, adaptive Gestaltung des diagnostischen Interviews (Welche weiterfiihren-
den Fragen ergeben sich aus bestimmten Antworten?)
e GroBer Erkenntnisgewinn (An welches Vorwissen kann angekniipft werden? Welche
Inhalte mlssen vorrangig erarbeitet werden?)
* Direkt abzuleitende Handlungsoptionen fiir mogliche Férderung (z. B. Ablésung vom
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zdhlenden Rechnen, Thematisieren von nichtzahlenden Zahldarstellungen am Mate-
rial; aber kein Vertiefen der schriftlichen Verfahren, keine unreflektierten Ubungen
zum Rechnen im ZR bis 20)

e Die Durchftihrung der Diagnose erfordert ein groRes und flexibles mathematikdidak-
tisches Wissen, wie geeignete Aufgaben zu stellen und wie Antworten zu interpretie-
ren und einzuordnen sind.

Nur wenn die Diagnose Auskunft gibt Uber Problembereiche und liber vorhandene
Kompetenzen, ermdglicht sie die Auswahl konkreter FordermaBnahmen fur das einzel-
ne Kind und wird dadurch eine »handlungsleitende Diagnostik« (Wollring, 2010). Fir
die Organisation von Diagnose- und Fordersituationen kann das Konzept mathema-
tischer Grundvorstellungen (vom Hofe, 1995) sehr hilfreich sein, weil hieriber sowohl
unterrichtliches Handeln organisiert (Auswahl geeigneter Aufgaben, Planung von Lern-
umgebungen) als auch Denk- und Lésungsprozesse beschrieben werden kénnen.

2 Grundvorstellungen

2.1 Grundvorstellungen: Begriffskldrung

Im Kreislauf mathematischer Denkprozesse (einer Abwandlung des bekannten Model-
lierungskreislaufes nach Blum et al., 2004, vgl. Abbildung 1) kénnen die verschiedenen
Schritte bei der Lésung von Aufgaben nachgezeichnet und die Rolle von Grundvor-
stellungen aufgezeigt werden (Wartha, 2011).

Darstellungsebene 1 T

Grundvorstellung

Darstellungsebene 2 l

Abb. 1: Grundvorstellungskreislauf

Haufig konnen Aufgaben aus dem Bereich der Grundschule und der Sekundarstufe I,
die auf symbolischer Ebene (7+8) gestellt werden, ohne Ubersetzungsprozesse inner-
halb dieser Darstellung geldst werden. Ein Verstdndnis des mathematischen Inhalts in
der Grundschule und der Sekundarstufe | wird dann unterstellt, wenn eine Losung auch
Uber die Aktivierung von Grundvorstellungen in einer anderen Darstellung (Handlung,
Bild, Realsituation) moglich ist. Im Falle der Aufgabe 7+8 bedeutet dies, dass Grund-
vorstellungen zur Addition (z.B. Hinzufligen) und zu den Zahlen (z.B. als Anzahl) ak-
tiviert werden @, anschlieBend auf bildlicher oder handelnder Ebene zu 7 Objekten
8 dazugefugt werden @ und Uber eine Grundvorstellung zur Kardinalzahl die Anzahl
der entstandenen Menge als » 15« auf die symbolische Ebene zurticklibersetzt wird @
(Abbildung 2 auf der nachsten Seite).
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Abb. 2: Grundvorstellungsumweg bei der Aufgabe 7+8

Wenn beide Wege zur Losung der Aufgabe 7+8 moglich sind, kann unterstellt wer-
den, dass das Kind die Aufgabe nicht nur auswendig gelernt, sondern auch Grundvor-
stellungen aktiviert hat. Der »Grundvorstellungsumweg« erscheint bei der Aufgabe
7+8 vergleichsweise trivial. Die Aufforderung (an Lernende, aber auch an Lehrende),
beispielsweise 924-498 nach einem schriftlichen Ergdnzungsverfahren oder den Term
Z:2 nicht nur auf symbolischer Ebene, sondern auch am geeigneten Material han-
delnd zu bearbeiten, kann Aufschluss dartiber geben, ob zu den Strategien Grundvor-
stellungen entwickelt oder ob nur unverstandene Rezepte angewandt wurden.

Im Beispiel von Anna kann festgestellt werden, dass sie sogar gezwungen ist, die Auf-
gabe Uber den Grundvorstellungsumweg zu bearbeiten; ein Abruf von Faktenwissen ist
nicht moglich. Kompetenzorientiert kann ihr jedoch unterstellt werden, dass sie Grund-
vorstellungen zur Addition (Hinzufligen) und zu den Zahlen aktivieren kann.

2.2 Grundvorstellungen zu Zahlen

Kinder in der Primarstufe sollen nattirliche Zahlen »verstehen«, insbesondere sollen
sie ein »Verstandnis« fur das Stellenwertsystem erwerben (KMK, 2005). Was genau
»verstehen« bedeutet, bleibt meist offen. Sicher ist, dass Kinder Grundvorstellungen
zu Zahlen in ihren verschiedenen Aspekten und zu deren Schreibweise im Stellenwert-
system aufbauen kénnen und sollen. Wie bei den Operationen erméglichen Grund-
vorstellungen die Ubersetzung zwischen verschiedenen Darstellungen. Sie werden be-
notigt, um beispielsweise zwischen einer Menge und dem entsprechenden Zahlwort
Ubersetzen zu kénnen (Zahlauffassung) bzw. zu einem Zahlwort oder einer notierten
Zahl eine passende Menge herzustellen (Zahldarstellung).

23 Grundvorstellungen zu Rechenoperationen

Grundvorstellungen zu Rechenoperationen erméglichen Ubersetzungen zwischen
Darstellungsebenen. Man kann feststellen, dass beispielsweise ein Term (symbolisch
formuliert) eine Vielzahl an moglichen Ubersetzungen erlaubt: Einerseits kann der Re-
chenausdruck in verschiedene Darstellungen (Bilder, Handlungen, realitdtsnahe Kon-
texte, ...) Ubertragen werden, andererseits konnen verschiedene Grundvorstellungen
aktiviert werden, die verschiedene Strukturen der Bilder, Handlungen, Textaufgaben,
erzeugen. So kann das Zeichen + fiir Situationen des Zusammenfassens, des Hinzu-
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fligens oder der Verkniipfens von Anderungen interpretiert werden. Das Subtraktions-
zeichen kann hingegen mit Aufgabenstellungen zum Wegnehmen, Vergleichen (Unter-
schiedsbildung) oder Ergdnzen in Verbindung gebracht werden. Insbesondere kann
das Subtrahieren als Umkehrung des Addierens betrachtet werden: Zusammen haben
Helena und Melanie 14 Plattchen. Melanie hat 6. Wie viele hat Helena?

2.4 Grundvorstellungen zu Strategien

Beim Rechnen wird deutlich, dass Grundvorstellungen in Beziehungen zueinander ste-

hen, also vernetzt sind. Wenn beispielsweise die Losung der Aufgabe 7+8 auf rein

symbolischer Ebene (noch) nicht méglich ist, wenn das Ergebnis also nicht auswendig
abgerufen werden kann, so ist flir eine Bearbeitung auf bildlicher oder handelnder Ebe-
ne der Einsatz mehrerer Grundvorstellungen nétig:

1 Eine Grundvorstellung zur Addition (z.B. Hinzufligen) muss aktiviert werden, da-
mit die Vokabel »plus« bzw. das Zeichen »+« in eine Handlung Gbersetzt werden
kann.

2 Aktivierung von Grundvorstellungen zu den verwendeten Zahlen (z.B. Zahl als
Anzahl), die die Ubersetzung der Worter sieben und acht auf die bildliche oder
handelnde Ebene ermdglichen.

Die Aktivierung dieser Vorstellungen ist eine notwendige, aber noch keine hinreichende

Voraussetzung fiir die Ermittlung der Losung. Hierflr sind zuséatzlich Strategien notig,

wie nun mit den Mengen beim Hinzufligen umgegangen wird. Das Alles- oder das

Weiterzahlen sind erste Strategien. Es gibt jedoch auch andere, nichtzdhlende Ver-

fahren, wie mit den Zahlen bzw. Mengen gerechnet werden kann (vgl. Tabelle 1).

Da die Strategien sowohl auf symbolischer Ebene als auch handelnd oder mit Bildern

durchgefiihrt werden kénnen, kann von Grundvorstellungen zu Strategien gesprochen

werden.

Grund-
Darstellung 1 vorstellung Darstellung 2
7-8-9-10-11-12-13-14-15 8 910 11 12 13 14 15
bvobo V= =
1-2-3-4-5-6-7-8 00
00000 7
00000 <> > 8+3=10
00000 10+5=15
00000
7 00000
7+47=14 e - ::0:0
14+1=15 ::::.

Tab. 1: Beispiele fur Grundvorstellungen zu Strategien am Beispiel 7+8
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Haufig werden Strategien wie Rezepte abgearbeitet, ohne dass hierzu Grundvorstel-

lungen aufgebaut worden sind (vgl. Selter u. Spiegel, 2008). Typische Rezept-Stra-

tegien sind beispielsweise Ergdnzungsstrategien beim schriftlichen Subtrahieren, das

Vorgehen bei der schriftlichen Multiplikation oder der »Trick«, dass bei der Division mit

einem Bruch der Kehrbruch multipliziert wird.

Zahlreiche empirische Studien belegen, dass das Anwenden von unverstandenen Algo-

rithmen sehr fehleranfallig ist (Benz, 2007; Selter, 2000). Konsens besteht darin, dass

die Strategien verstanden werden sollen, dass also Grundvorstellungen zu ihnen auf-

gebaut werden. Im Grundvorstellungskonzept bedeutet das, dass eine Strategie nicht

allein als symbolische Darstellung, sondern auch tGber Handlungen oder durch Bilder

beschrieben werden kann.

Eine effektive Planung von Diagnose- und FérdermalBnahmen kann durch die Orientie-

rung an Grundvorstellungen geschehen. Mogliche Leitfragen sind hierbei:

e Durch welche Grundvorstellungen kann der Lerninhalt beschrieben werden?

 Welche Ubersetzungen erméglicht eine Grundvorstellung?

e Kénnen Grundvorstellungen beim Ubersetzen (zwischen Handlungen/Bildern und
den mathematischen Symbolen) aktiviert werden?

® Kénnen Grundvorstellungsumwege beim Arbeiten von Lernenden auf symbolischer
Ebene auf Nachfrage aktiviert werden?

3 Hiirden im Lernprozess

3.1 Verfestigtes zdhlendes Rechnen

Fir Schulanfanger ist das zahlende Rechnen eine naheliegende und meist die einzige
Moglichkeit, Rechenaufgaben und einfache mathematische Sachsituationen zu bear-
beiten. Ist die Bedeutung des Plus-Zeichens bekannt, kann z.B. die Aufgabe 7+8 Uber
verschiedene Zéhlstrategien (Alleszéhlen, Weiterzédhlen, Weiterzahlen ab dem groRe-
ren Summanden) geldst werden (Schipper, 2009; Moser Opitz, 2002). Diese Strategien
sind zu Schulbeginn bis zur Mitte des ersten Schuljahres noch erwartungskonform, sie
sollten jedoch im Laufe des ersten Schuljahres zugunsten anderer Strategien abgelost
werden (Schipper, 2008; Lorenz 2003; Moser Opitz 2002).

Wird das Zahlen vom Kind jedoch als einzige Strategie genutzt, kann die Entwicklung
der anderen Strategien behindert werden und Grundvorstellungen zu diesen Strategien
kénnen nicht oder nur erschwert aufgebaut werden (Gaidoschik, 2010). Das hangt
zundchst damit zusammen, dass das Zdhlen zu Beginn des Rechnenlernens eine — vor
allem subjektiv wahrgenommen — sinnvolle und erfolgreiche Strategie ist.

Der Aufbau einer neuen, nichtzédhlenden Strategie (beispielsweise 7+8 schrittweise
Uber die 10) erfordert sehr viel mehr Voraussetzungen als das Weiterzéhlen:

e Einsicht in die Konvention und die Vorteile der Strategie

» Verstandnis fur die besondere Rolle der 10 im dezimalen Stellenwertsystem

e Einsicht in Zahlbeziehungen zwischen 7, 8 und 10

e Zahlzerlegungen der 10 und der 7

e Einsicht in das Stellenwertsystem fiir den Rechenschritt 10+5



Hirden im Lernprozess

Verldsst sich ein Kind auf das Weiterzahlen und werden mit ihm die notwendigen
Voraussetzungen fiir andere Verfahren nicht zielgerichtet erarbeitet, ist es moglich,
dass es bei dieser Vorgehensweise bleiben wird. Hinzu kann kommen, dass einige Kin-
der — gerade weil sie im Weiterzahlen eine erfolgreiche Strategie gefunden haben — die
genannten Voraussetzungen als Uberflissig erachten. Das verfestigte zéhlende Rech-
nen kann daher nicht nur eine Folge des Fehlens der oben beschriebenen Vorausset-
zungen, sondern auch ein Grund sein, warum diese nicht entwickelt werden kénnen
(Kaufmann u. Wessolowski, 2006; Lorenz, 2009). Wenn der Zahlprozess ausschlieB-
lich zur Lésungsfindung genutzt wird, kann dies die Einsicht in den Zusammenhang
zwischen Aufgabe und Ergebnis verhindern. Dadurch kann das Kind nur schwer ein
Repertoire an auswendig beherrschten Aufgaben entwickeln und Zusammenhénge
(Hilfsaufgaben, alternative Losungswege) nicht erkennen.

Spatestens im Zahlenraum bis 100 sind die Zahlstrategien der Kinder nicht mehr tragfa-
hig, auch wenn diese im Zahlenraum bis 20 noch vergleichsweise schnell und sicher zu
richtigen Ergebnissen gefiihrt haben. Wenn nicht auf andere Strategien zurtickgegriffen
werden kann, werden hdufig individuelle »Hilfsregeln« erfunden, wie beispielsweise
ziffernweise zu rechnen (Schipper, 2005; Lorenz, 1998). Solche individuellen Hilfs-
regeln, die in vielen Féllen unverstandene Rechentricks sind, werden als Ersatz fir trag-
fahige Rechenstrategien genutzt. Das Nutzen dieser Rechentricks, zu denen haufig
keine Grundvorstellungen aktiviert werden kénnen und die nach (eigenen) Regeln ein-
gesetzt werden, kann zu Ubergeneralisierungen und Verwechslungen fiihren. Eine der
hiufigsten Ubergeneralisierungen kann auftreten, wenn ziffernweise gerechnet wird:
85-67=22, hier werden die Absolutbetrdge (Unterschiede) von Zehner- und Einerziffer
bestimmt.

Eine weitere Folge des verfestigten zahlenden Rechnens kann die unzureichende Ent-
wicklung eines Stellenwertverstandnisses sein. Zwei Griinde liegen nahe: Zunéchst wird
die besondere Rolle der Zehn durch den ergebnisorientierten Z&hlprozess nicht deutlich.
Es wird einfach Gber die 10, die 20, usw. hinweggezahlt. Darliber hinaus verhindert der
Zahlprozess, bei dem Zahlen als Endpunkt einer Zahlreihe aufgefasst werden, die Ein-
sicht in die Zusammensetzung von Zahlen aus Zehnern und Einern (Gerster, 2009).
Wenn Addition und Subtraktion ausschlieRlich als Vor- bzw. Riickwértszahlen verstan-
den werden, kann sich ein Verstandnis fiir andere Operationen nur schwer entwickeln
(z.B. Subtraktion als Ergdnzen, Addition als Anderung) (Lorenz, 2009; Gaidoschik,
2010). Dies wird vor allem bei Sachsituationen deutlich, in denen die Rechenopera-
tionen flexibel eingesetzt werden missen und nicht nur einseitig aktiviert werden kon-
nen.

Es kann also zusammengefasst werden: Zahlendes Rechnen erschwert den Aufbau von
Grundvorstellungen zu Strategien, Zahlen und Operationen.

3.2 Probleme beim Stellenwertverstandnis

Fur ein Verstandnis der Konventionen unseres Stellenwertsystems ist eine flexible Ein-
sicht in den Zusammenhang zwischen Zahlwort, Zahlzeichen und Menge notwendig
(vgl. Fuson et al., 1997). Diese Einsicht beruht auf der wechselseitigen Aktivierung von
Grundvorstellungen zu diesen Aspekten einer Zahl.
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Eine weitere Voraussetzung ist die Einsicht in die Zerlegbarkeit von Zahlen. Daher
kann verfestigtes Zahlen die Entwicklung dieser Einsicht behindern, wenn Zahlen aus-
schlieflich als Zahlwortreihen bzw. als Endpunkt dieser Reihe verstanden werden, denn
wenn »Zahlen nicht die Eigenschaft der Zerlegbarkeit haben, kdnnen vermutlich des-
halb sprachliche und visuelle Analysen der Art »48 sind acht und vierzige, »40 und 8 ist
dasselbe wie 8 und 40« (gesprochen acht-und-vierzig) nicht vorgenommen werden«
(Gerster 2009, 261 Hervorhebungen im Original; vgl. Abbildung 3a u. b). Nicht nur fir
die Unterscheidung von Zehnerzahl und Einern (vgl. Abbildung 3b) ist diese Einsicht
in die Zerlegbarkeit von Zahlen wichtig, sondern ebenso fiir das Verstdndnis, dass die
Zahl 40 auch aus vier Zehnern besteht, und nicht nur aus vierzig Einern (vgl. Abbildung
3bu. o).

/) N/ N\ / \

achtundvierzig achtundvierzig achtundvierzig

Abb. 3:  Zusammenhang zwischen Zahlwort, Zahlzeichen und Menge bei der Entwicklung des
Stellenwertverstandnisses

In zahlreichen Vergleichsstudien konnte nachgewiesen werden, dass UnregelmaRig-
keiten bei der Zahlwortbildung im Gegensatz zu sehr regelmaRigen Bildungsregeln
(z.B. im chinesischen oder koreanischen) die Entwicklung des Stellenwertverstandnisses
negativ beeinflussen (Sarama u. Clements, 2009). Neben zahlreichen Ausnahmen bis
zum Zahlwort einunddreifig ist vor allem die inverse Zahlwortbildung aller Zahlen von
13 bis 99, die der Schreib- und Leserichtung westlicher Kulturen entgegenlauft, als
moglicher Risikofaktor zu nennen (vgl. Schipper, 2009). Die Diskrepanz zwischen No-
tation (zuerst links Zehner, dann rechts Einer) und Sprechweise (zuerst Einer, dann
Zehner) von zweistelligen Zahlen und die als »einfacher Ausweg« aus diesem Dilemma
verstandene inverse Schreibweise (zuerst rechts den Einer, dann links Zehner) kann zu
mindestens drei Problemen bei der Entwicklung eines Stellenwertverstéandnisses flihren
(Schipper, 2009, Gaidoschik, 2008):
e Wird die inverse Schreibweise nicht konsequent eingehalten (was haufig der Fall ist),
kdnnen Zahlendreher entstehen.
* Die Reduzierung der Zahlwérter auf den Klang der einzelnen Ziffern beim Schreiben
kann die sichere Unterscheidung von Zehnern und Einern im Zahlwort verhindern.
e Spatestens beim Schreiben dreistelliger Zahlen mussen beim Notieren »Liicken« ge-
lassen werden.
Weitere Interferenzen zwischen Zahlwort und Zahlschreibweise kénnen darin liegen,
dass die einzelnen Ziffern (bzw. Zahlen) der Zahl dreiundvierzig nicht der Konvention
entsprechend ihrem jeweiligen Stellenwert zugeordnet (43), sondern geschrieben wie
gesprochen werden: 403 (wenn das Notieren der Zehner links von den Einern schon
geklart ist) oder 340 (wenn dies noch nicht der Fall ist) (vgl. Fuson et al., 1997; Schip-
per, 2009; Scherer u. Moser Opitz, 2010).
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Ob ein gut entwickeltes Stellenwertverstdndnis Voraussetzung fiir sicheres und flexi-
bles Rechnen ist, oder ob umgekehrt sicheres Rechnen und die Thematisierung ver-
schiedener Rechenstrategien die Entwicklung des Stellenwertverstdndnisses positiv be-
einflussen, konnte in der mathematikdidaktischen Forschung bisher nicht abschlieBend
geklart werden. Es ist jedoch unbestritten, dass es einen Zusammenhang gibt: Kinder,
bei denen das Stellenwertverstandnis noch unzureichend ausgebildet ist, 16sen Addi-
tions- bzw. Subtraktionsaufgaben mehrstelliger Zahlen haufig tiber den schriftlichen
Algorithmus oder rechnen ziffernweise (Benz, 2007). Nicht alle Kinder, die schnell und
richtig Losungen von Additions- und Subtraktionsaufgaben mit mehrstelligen Zahlen
bestimmen — meist durch das Anwenden der schriftlichen Algorithmen, verfiigen tiber
ein gut entwickeltes Stellenwertverstdndnis. Aus diesen Ergebnissen ldsst sich zwar kein
kausaler Zusammenhang schlieBen, sie lassen aber die Folgerung zu, dass Kinder stel-
len- oder ziffernweise rechnen kénnen, ohne tber ein tragféhiges Stellenwertverstand-
nis verfligen zu missen (Benz, 2007).

4 Aufbau von Grundvorstellungen

Es wurde gezeigt, dass beim Zdhlenden Rechnen bzw. einem mangelhaft ausgebildeten
Stellenwertverstdndnis der Aufbau von Grundvorstellungen nur unzureichend gelingen
kann. Die Grundidee beim Aufbau von Grundvorstellungen ist, dass konkrete Hand-
lungen an geeigneten Materialien zu gedanklichen Operationen umgebaut werden
(vgl. vom Hofe, 1995). Dieser Prozess des Verinnerlichens von Handlungen (Fricke,
1959) kann — gerade bei leistungsstérkeren Kindern — hdufig scheinbar ohne besonde-
re Unterstitzung geschehen. Leistungsschwdchere Kinder zeichnen sich hingegen oft
dadurch aus, dass sie zwar am Material eine Handlung konkret durchfiihren, jedoch der
Aufforderung »Beschreib mal, was du am Material tun misstest« nicht nachkommen
kénnen, oder dass ein Losungsweg ohne Material gar nicht moglich ist (wie bei Anna).
Der Prozess vom konkreten zum gedanklichen Handeln kann durch folgende vier Pha-
sen unterstitzt werden:

Das Kind handelt am geeigneten Material.
Die mathematische Bedeutung der Handlung wird beschrieben. Zentral: Ver-
sprachlichen der Handlung und der mathematischen Symbole.

Das Kind beschreibt die Materialhandlung ohne Sicht auf das Material.
Fur die Beschreibung der Handlung ist es darauf angewiesen, sich den Pro-
zess am Material vorzustellen.

Tab. 2: Vierphasenmodell
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Vielen Kindern gelingt der Sprung vom konkreten Handeln (Phase @) zum Handeln in
der Vorstellung (Phase @) nicht ohne Unterstiitzung. In diesen Féllen ist es hilfreich,
das Kind zunéchst (beispielsweise in Partnerarbeit) die Handlung nicht mehr selbst
durchfiihren, jedoch den Handlungsprozess beschreiben zu lassen (Phase @). Um nun
den Aufbau des gedanklichen Modells weiter zu férdern, wird dem Kind die Sicht auf
das Material genommen, das beispielsweise hinter einem Sichtschirm verborgen wird.
Das Kind soll nun beschreiben, wie der Partner die Handlung durchfiihren soll. Hierzu
ist es darauf angewiesen, sich ein Bild vor einem »geistigen Auge« zu konstruieren und
hiermit mental zu operieren (Phase ®).

Handeln an geeignetem Material

Berechne 74-7. Hierzu soll zundchst 74 mit moglichst wenigen Ziigen am
Rechenrahmen eingestellt werden, dann 4 Einer zuriickgeschoben werden
(Zwischenergebnis 70) und schlieBlich die fehlenden 3 weggeschoben wer-
den (Ergebnis 67).

Beschreibung der Materialhandlung in der Vorstellung
Das Kind soll diktieren, was am Rechenrahmen hinter dem Sichtschirm ge-
schoben werden muss, um die Aufgabe 92-6 zu l6sen.

Tab. 3: Schrittweise Uiber den Zehner

Fur den Erwerb dieser Strategie sind zahlreiche Voraussetzungen wie nichtzahlende
Zahldarstellung und -auffassung sowie das Auswendigwissen der Zahlzerlegungen no-
tig. Dartber hinaus sollen dem Kind Eigenschaften und Konventionen des verwendeten
Materials, dem Rechenrahmen, vertraut sein und von ihm genutzt werden (vgl. Schulz
u. Wartha, im Druck).

Aus diesem Vierphasenmodell ergeben sich mehrere Grundsatze fir die Diagnose- und

Forderarbeit, insbesondere bei schwachen Lernenden:

e Diagnose, in welchen Phasen ein Kind sicher arbeiten kann und in welchen Phasen
es Uberfordert ist

* Kein Uberspringen der Phasen @ und ® beim Aufbau von Grundvorstellungen

* Bei Schwierigkeiten nur in die ndchst-niedrigere Phase zuriick gehen, das Kind nicht
sofort wieder konkret am Material (Phase @) handeln lassen.

Hier wurde nur ein Beispiel gezeigt, wie mit dem Arbeiten im Vierphasenmodell Grund-

vorstellungen zu Zahlen und Rechenstrategien aufgebaut werden kénnen. Das Kon-

zept lasst sich auf weitere Grundvorstellungen Ubertragen:

e Zehneranalogie: Aufgaben wie 76-30 an den Mehrsystemblécken: 7 Zehnerstangen
und 6 Einerwdirfel. Die Subtraktion —30 entspricht dem Entfernen von 3 Z-Stangen:
An den E-Wiirfeln dndert sich nichts, das Wissen 7-3=4 kann als Analogie auf die
Zehner Ubertragen werden.
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e Lesen und Schreiben von Zahlen: Gesprochene oder geschriebene Zahlen werden mit
Z-Stangen und E-Wirfel dargestellt. Regel: Zuerst Z-Stangen links, dann E-Wrfel
rechts legen. Zun&chst konkret (Phase @), dann zunehmend in der Vorstellung (»Wie
viele Z-Stangen brduchte ich fiir die 87?«)

e Zahlzerlegungen (an den statischen Fingerbildern, vgl. Schipper, 2009).

Es sei darauf hingewiesen, dass dieses Phasenmodell nicht als Stufenmodell zu sehen

ist. Selbstverstandlich kann es vielen Schiilerinnen und Schilern gelingen, direkt aus der

konkreten Materialhandlung ein mentales Modell zu entwickeln, ohne dass explizit die

Phasen @ und ® durchlaufen werden missen. Das Konzept wurde als Leitfaden fur

die Organisation von Lernumgebungen und zur Dokumentation von Lernfortschritten

bei der Férderung besonders leistungsschwacher Kinder und Jugendlicher entwickelt.

Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Forderung ist die Auswahl eines geeigneten Ver-

anschaulichungsmittels. An fast allen Materialien kdnnen richtige Losungen bestimmt

werden. Viel wichtiger ist jedoch, dass ein Material geeignet ist, den angestrebten

Lerninhalt daran auch handelnd zu lernen und diese Handlung daran nicht nur konkret,

sondern auch in der Vorstellung ausfiihren zu kdnnen. An vielen Materialien (Wende-

plattchen, Steckwdrfel) ist im Zahlenraum bis 100 und dariiber hinaus beispielsweise
keine nichtzéhlende Zahldarstellung moglich — diese Materialien sind also ungeeignet,
um eine Ablésung vom Zdhlenden Rechnen zu unterstiitzen. Ein weiteres Kriterium
fiir die Auswahl eines Materials ist, dass die Handlung daran nicht nur konkret (Pha-
se ® und @), sondern auch in der Vorstellung ausgefuhrt werden kann (Phase @
und @). Beispielsweise ist es schwer, sich 52 Perlen einer Rechenkette vorzustellen,
an einem Rechenrahmen mit 5-er Strukturierung hingegen leicht méglich. Geeignete

Veranschaulichungsmaterialien und Vorgehensweisen bei der Auswahl sind ausfthrlich

bei Schipper (2009), Schulz u. Wartha (im Druck) und Krauthausen u. Scherer (2007)

diskutiert.

Grundvorstellungen sind nicht als isolierte Werkzeuge zu verstehen — leistungsfahig

werden sie erst, wenn sie ein Netzwerk aus Zusammenhangen und Abgrenzungen bil-

den. Sollen beispielsweise Aufgaben wie 74—-38 schrittweise gerechnet werdem, ist eine

Kombination von mehreren Grundvorstellungen noétig. Zunachst muss zu den Zahlen

74 und 38 eine Grundvorstellung (beispielsweise als Anzahl einer Menge) aktiviert wer-

den. Wird nun schrittweise gerechnet, so erfolgt die verstdndnisbasierte Berechnung

der Aufgabe (vgl. Benz 2007) tber zwei Schritte:

e VVerrechnung der Einer durch die Aktivierung der Strategie, schrittweise Gber den
Zehner zu rechnen (vgl. Tabelle 1).

e Verrechnung der Zehner durch Aktivierung einer Grundvorstellung zur Zehner-
analogie.

Da dem Aufbau der Grundvorstellungen Schrittweise iiber den Zehner und Nutzen der

Zehneranalogie nicht nur zwei grundsatzlich verschiedene Materialhandlungen, son-

dern auch zwei verschiedene Materialien (Rechenrahmen und Mehrsystembldcke) zu

Grunde liegen, empfiehlt es sich, diese Grundvorstellungen erst zu verknipfen, wenn

die Handlungen nicht mehr konkret, sondern schon im Kopf durchgefiihrt werden kén-

nen. Ein Materialwechsel zwischen Schritt 1 und 2 wiirde die Aufmerksamkeit zu weit
von der Rechnung entfernen. Anders gesprochen: Aufgaben des Typs ZE + ZE mit

Zehnerlibergang werden im Rahmen dieses Forderkonzepts erst behandelt, wenn Auf-

gaben der Art ZE + E und ZE + Z wenigstens in Phase @ bearbeitet werden kénnen.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Die grundsatzliche Idee zum Aufbau von Grundvorstellungen zu Zahlen, Operationen
und Strategien ist die Unterstiitzung der Verinnerlichung von Handlungen (die dem
mathematischen Inhalt entsprechen) an einem geeigneten Material. Ziel sollte es sein,
aus konkreten Handlungen zunehmend gedankliche Modelle zu entwickeln. Wie dies
gelingen kann, wurde an Hand des Vierphasenmodells vorgeschlagen. Dieses Kon-
zept kann bei allen Kindern Anwendung finden, insbesondere jedoch bei solchen, die
besonders groBe Schwierigkeiten beim Mathematiklernen haben. Der Unterschied zu
Kindern mit besonderen Begabungen (die oftmals ohne Unterstiitzung aus einer Situa-
tion sofort ein flexibles mentales Modell entwickeln) ist, dass insbesondere die Phasen
@ und ® besonders intensiv thematisiert und verkniipft werden. Hier wird weder rein
symbolisch noch ausschlieBlich konkret am Material gearbeitet, es ist vielmehr eine
enge VerknUpfung beider Darstellungsebenen gefordert. Zahlreiche weitere Hinweise
fur die konkrete Forderarbeit nach diesem Modell finden sich bei Wartha u. Schulz (in
Vorb.).

Bei besonders groBen Schwierigkeiten beim Lernen von Mathematik sind die drei
Hauptsymptome im Zentrum von Diagnose- und Forderarbeit:

1 Verfestigtes z&hlendes Rechnen

2 Unzureichendes Stellenwertverstdndnis

3 Grundvorstellungsdefizite

Diese drei Hauptsymptome stehen in enger Beziehung zueinander und bilden drei Beob-
achtungsschwerpunkte bei der Analyse von Bearbeitungswegen zu Rechenaufgaben.
Nur die Prozesse kdnnen Aufschluss tber die Art der Schwierigkeiten und somit die
Entwicklung von FérdermalRnahmen geben — weswegen eine kompetenz- und pro-
zessorientierte Diagnose sowohl im Forder- als auch im Regelunterricht sinnvoll und
zielfihrend ist.
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